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2Departamento de Eletro-Eletrônica, Centro Federal de Educação Tecnológica do Maranhão, São Lúıs, MA, Brasil
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Dá-se o nome difração a um conjunto de fenômenos de natureza inerentemente ondulatória caracterizado
pelo encurvamento, alargamento espacial e interferência de ondas que podem ser ondas mecânicas (som, ondas
de água), eletromagnéticas ou ondas de matéria no caso da mecânica quântica. Neste trabalho a difração é
abordada sob o ponto de vista de um prinćıpio de incerteza e da superposição e interferência de soluções de
ondas planas.
Palavras-chave: fenômenos ondulatórios, difração, prinćıpio de incerteza.

Diffraction is a set of inherently wave-like phenomena characterized by the bending, spreading and interference
of waves which can be mechanical (sound included), electromagnetic or matter waves in quantum mechanics. In
this paper we address the problem of diffraction under the viewpoint of uncertainty principle and superposition
of plane waves and interference.
Keywords: wave phenomena, diffraction, uncertainty principle.

1. Introdução

A difração é um fenômeno de natureza inerentemente
ondulatória e por isso governado pela equação de
Helmholtz [1-5]. Para o caso da óptica escalar esta pode
ser expressa conforme mostrado abaixo

(∇2 + k2)Ψ = 0, (1)

onde ∇2 é o operador laplaciano, k = nω/c é o número
de onda no meio, ω é a frequência temporal, n é o
ı́ndice de refração do meio e Ψ é um escalar que repre-
senta uma componente de campo elétrico ou magnético.
Observa-se ainda que k relaciona-se ao comprimento de
onda λ no meio através da relação k = 2π/λ. Uma
equação similar à (1) aplica-se também para ondas
mecânicas, como o som, por exemplo, caracterizando a
universalidade do fenômeno. Ao contrário da dispersão,
que ocorre em meios cujas caracteŕısticas dependam da
frequência, n(ω), a difração deve ocorrer mesmo para
vácuo, pois é um fenômeno de natureza espacial.

Da equação de Helmholtz e dos teoremas de Green
é posśıvel chegar a uma teoria de difração em forma

matematicamente rigorosa combinando o prinćıpio de
Huygens com a interferência[3]. O prinćıpio de Huygens
considera que cada ponto de uma abertura ou frente
de ondas age como fonte puntual de ondas esféricas
secundárias, permitindo explicar, por exemplo, o ex-
perimento de dupla fenda de Young, onde uma onda
plana monocromática incide sobre um plano contendo
duas aberturas ou fendas e produz uma figura de in-
terferência sobre um anteparo colocado a uma certa
distância da fenda. Este é um experimento clássico
usualmente conhecido por estudantes de f́ısica e en-
genharia. Neste trabalho, ao invés de partir da teo-
ria das funções de Green para a equação de Helmholtz
com o objetivo de deduzir a equação geral da teoria
de difração, considerar-se-á a difração sob o aspecto da
superposição de ondas planas bem como fazer o uso
do prinćıpio de incerteza, inerente às transformadas de
Fourier, para se chegar aos principais resultados e con-
clusões usualmente reportados na literatura.

Aceitando-se a teoria escalar de Huygens-Fresnel,
torna-se posśıvel manipular imagens alterando-se o seu
espectro de frequências espaciais, ou seja, do ponto de
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vista da óptica geométrica consiste em associar raios
com diferentes direções de propagação através do vetor
de onda k = (kx, ky, kz). Em 1818, Augustin Fresnel
combinou as idéias intuitivas de Christian Huygens e
sua teoria ondulatória da luz de 1678 com o prinćıpio de
interferência de Young para produzir uma teoria ondu-
latória da óptica quantitativamente razoável. Evidente-
mente os trabalhos de Huygens e Fresnel são anteriores
aos trabalhos fundamentais de J.C. Maxwell na teoria
eletromagnética(1865) [7], então muitas considerações
arbitrárias foram feitas, de modo a conciliar a teoria es-
calar com os fenômenos observados experimentalmente.
Por outro lado, requer-se a solução exata das equações
de Maxwell para a obtenção de resultados quantitati-
vamente corretos em qualquer faixa do espectro eletro-
magnético. Fazer uma análise dos fenômenos com base
em tais equações torna-se, entretanto, muito complexo,
exceto em casos simétricos e com considerações de ho-
mogeneidade, isotropia, linearidade, etc. Felizmente,
muitos cientistas entre 1880 e 1900, incluindo Kirch-
hoff, Rayleigh e Sommerfeld desenvolveram uma teoria
da difração no domı́nio óptico bastante simplificada,
onde o caráter vetorial da onda pode ser desprezado
em primeira aproximação, e Ψ pode representar então a
componente Ey do campo elétrico, por exemplo, carac-
terizando assim a difração escalar. Mais uma vez cabe
ressaltar que essa teoria aplica-se também a outros tipos
de ondas como o som. Para uma abertura qualquer, de
superf́ıcie S′, iluminada por uma onda incidente Ψ(S′),
a onda difratada será dada pela integral de Kirchhoff-
Fresnel, que nada mais é do que a expressão matemática
do prinćıpio de Huygens

Ψdif (x, y, z) =
k

2πi

∫

S′
Ψ(S′)

e−ikR

R
dS′ (2)

onde Ψ(S′) = Ψ(x′, y′, z′ = 0) é a onda incidente na
abertura colocada no plano z′ = 0, exp(−ikR)/R é
a expressão matemática para representar uma onda
esférica e dS′ indica um elemento diferencial de su-
perf́ıcie na abertura. A abertura é justamente a parte
do plano z′ = 0 que permite a transmissão de uma parte
da onda incidente, e Ψdif (x, y, z) é a onda difratada, ou
seja, a onda que se propaga para além da abertura. Os
resultados dessa teoria são bastante satisfatórios e con-
cordam bem com os experimentos.

Existem soluções da equação de Helmholtz (1) que
não sofrem difração. São as chamadas ondas não-
difrativas, e são na realidade soluções idealizadas, que
somente se realizam de maneira aproximada na prática
[6, 8-20]. O exemplo mais trivial é uma onda plana
monocromática, que é solução natural da equação de
Helmholtz em coordenadas cartesianas, fato bem con-
hecido. Outras soluções ditas não-difrativas podem
ser obtidas em sistemas coordenados ciĺındricos, como
por exemplo o ciĺındrico circular (ρ, ϕ, z) onde surgem
os feixes de Bessel (soluções da equação de Helmholtz
em coordenadas ciĺındricas circulares) [6, 8-12, 14, 16-

20], e o eĺıptico-ciĺındrico (u, v, z) onde surgem natu-
ralmente os feixes de Mathieu [8, 13]. As ondas não-
difrativas não são quadraticamente integráveis sobre a
superf́ıcie plana transversal à direção de propagação e
isso significa que uma quantidade infinita de energia é
necessária para constrúı-las. Entretanto, elas são úteis
na análise de problemas práticos, pois as soluções não-
difrativas da equação de Helmholtz em um dado sistema
de coordenadas formam uma base completa e ortogonal
de funções, portanto qualquer solução pode ser repre-
sentada na forma de uma superposição adequada de
tais ondas não-difrativas. No sistema cartesiano essas
funções são as ondas planas. No caso do Eletromag-
netismo em um meio homogêneo e sem cargas livres, as
ondas planas satisfazem as equações de Maxwell, que
podem ser apresentadas no espaço (k, ω) da seguinte
maneira

k ·E = 0, (3)
k ·H = 0, (4)

k×E = ωµH, (5)
k×H = −ωεE, (6)

onde E é o campo elétrico, H é o campo magnético,
µ é a permeabilidade magnética do meio, ε a permis-
sividade dielétrica do meio, ω a frequência angular da
onda, k = kn̂ é o vetor de onda e n̂ é a direção de
propagação da onda plana (n̂ · n̂ = 1). É fácil mostrar
das equações acima que k2 = ω2µε, e a solução geral
de ondas planas uniformes para o campo elétrico pode
ser escrita na forma

E = E0 exp [i(ωt− k · x)] (7)

sendo E0 um vetor de polarização ortogonal à direção n̂.
No espaço livre E, H e n̂ formam uma tŕıade de vetores
ortogonais. É claro que qualquer onda não-difrativa em
um sistema ciĺındrico arbitrário pode ser representada
como uma superposição adequada de ondas planas.

Muito embora nas situações mais gerais seja
necessário recorrer a uma integral de difração, escalar
ou vetorial dependendo do caso, que permite solucionar
a equação de Helmholtz quando conhecida a onda in-
cidente em uma superf́ıcie arbitrária, o presente tra-
balho está restrito ao estudo da difração sob o ponto de
vista da superposição e interferência de ondas planas,
que não requer um conhecimento prévio da teoria de
difração, mas permite encontrar alguns dos principais
resultados da mesma. Considere, inicialmente, o par de
transformadas de Fourier abaixo

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (kx) exp(−ikxx)dkx, (8)

F (kx) =
∫ ∞

−∞
f(x) exp(ikxx)dx. (9)

Das equações acima, sendo conhecida a largura espec-
tral de F (kx), ∆kx, então haverá uma incerteza na
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posição de f(x), ou largura espacial da função f(x),
que é dada por

∆kx.∆x ≥ 1/2. (10)

A desigualdade acima é conhecida na mecânica
quântica como prinćıpio de incerteza de Heisenberg, que
nada mais é além de uma propriedade da transformada
de Fourier.

Uma onda plana monocromática e uniforme não
possui incerteza em k, ou seja, a direção e sentido
de propagação da onda são perfeitamente conhecidos
e por isso não é posśıvel localizar a onda plana, isto
é, ∆x → ∞ e ela deve existir em todo o espaço. Este
resultado pode ser facilmente obtido da relação de in-
certeza, acima descrita. As ondas planas uniformes,
embora fisicamente inconceb́ıveis, pois demandariam
energia infinita, são importantes na descrição de vários
fenômenos f́ısicos uma vez que podem ser consideradas
como o limite de uma onda esférica vista por um obser-
vador que encontra-se muito distante da fonte (r →∞)
e a curvatura da superf́ıcie esférica tende para zero,
fazendo-a parecer um plano uniforme. Cabe ressaltar
mais uma vez que qualquer onda eletromagnética pode
ser representada por uma superposição adequada de
ondas planas uniformes, que propagam-se em direções
distintas e satisfazem o prinćıpio de incerteza, acima
mencionado.

Desta forma, imagine um feixe de laser vermelho
usual onde a parte luminosa tem extensão finita, i.e.,
∆x seria aproximadamente a largura da região lumi-
nosa. Nesse caso, necessariamente o feixe é uma com-
posição de ondas planas propagando-se com vetores de
onda k em torno de um valor central k0 = kâz, mas
com uma incerteza ∆k = δkxâx+δkzâz em torno desse
vetor, tal que k = k0 + ∆k. Veja a Fig. 1.

De maneira geral, uma onda monocromática de
frequência ω pode ser escrita através da superposição
de ondas planas uniformes na forma abaixo

E =
∫

E0(kx, ky, kz) F (kx, ky, kz) ei(ωt−k·x) d3k (11)

sendo d3k = dkxdkydkz. Para resolver a integral acima
deve-se impor a relação de dispersão, k2

x +k2
y +k2

z = k2,
o que será feito através das funções delta de Dirac.

Figura 1 - Observe que para uma superposição de ondas planas e
uniformes com um valor de |k| = k constante, ou seja, uma onda
monocromática, e vetores k contidos no plano (x, z) centrados
em torno de um valor k0 = kâz haverá uma variação ∆kx para
os valores posśıveis de kx, tal que k2 = k2

x + k2
z .

Agora, utilizando a Eq. (11) e o prinćıpio de in-
certeza (10) será obtido o comprimento de difração
de uma onda monocromática bidimensional no plano
(x, z), denotada por (1+1)D em coordenadas carte-
sianas. Para tanto será assumido que a onda não pos-
sua dependência na variável y, i.e., não tenha compo-
nentes propagando-se ao longo do eixo y e por esta
razão ky = 0. Toda a análise a ser feita considera uma
onda que não pode ser localizada em y, ou, em outras
palavras, para todo e qualquer valor de y a situação é
a mesma, mas isto não implica perda de generalidade
dos resultados gerais.

Considerando-se ondas propagantes no sentido po-
sitivo do eixo z, ou seja, 0 ≤ kz ≤ k, pode-se inserir a
função δ(kz −

√
k2 − k2

x) na expressão (11) para asse-
gurar que a condição k2

x + k2
z = k2 seja satisfeita, uma

vez que ky = 0 e então tem-se como resultado

E = E0e
iωtây

∫ k

−k

F (kx)e(−ikxx)e
(−ik

r
1− k2

x
k2 z)

dkx.

(12)
Assumindo uma polarização TE, E0 = E0ây, pois nesta
situação o vetor elétrico será ortogonal ao plano de in-
cidência, podendo-se ainda considerar E0 uma cons-
tante de integração. Observe que a onda obtida da
equação acima é uma superposição de ondas planas que
se propagam em +z mas não tem restrição no eixo x
podendo propagar em +x ou −x.

Nesse momento, será considerada uma onda inci-
dente em um meio sem perdas, cuja largura espacial
∆x = x0 no plano z = 0 seja muito maior que o com-
primento de ondas (x0 >> λ). Tal condição permite
fazer com que os limites de integração na Eq. (12) se-
jam levados a ±∞, ou seja, k → ∞. Utilizando-se o
prinćıpio de incerteza é fácil mostrar que

∆kx ≥ 1
2x0

. (13)

Uma vez que x0 = Nλ >> λ, então necessariamente
N >> 1 e ∆kx << k, de forma que a integral acima
pode ser escrita como

E(x, z, t) = E0e
i(ωt−kz)ây ×∫ ∞

−∞
F (kx)e(−ikxx)e(i

k2
x

2k z)dkx (14)

onde k →∞ é consequência do fato de que ∆kx << k.
A equação acima descreve o perfil transversal de uma
onda à medida em que a mesma propaga-se ao longo
do eixo z na chamada aproximação paraxial, ou seja,
kz >> kx. Na prática, o limite desta aproximação cor-
responde a um ângulo menor do que ≈ 22o entre os va-
lores de k e kz. Tal consideração também é necessária
para se encontrar o comprimento de difração de uma
onda utilizando a teoria de difração usual.

A partir de agora serão considerados dois exemplos
clássicos de ondas no plano inicial, z = 0: a onda gaus-
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siana e a abertura retangular.

2. Onda Gaussiana

Se no plano inicial z = 0 tem-se uma onda cuja ampli-
tude transversal ao longo de x é uma função gaussiana
f(x) = exp[−x2/(2x2

0)]/
√

2π, então o espectro F (kx)
pode ser escrito na forma

F (kx) = exp(−k2
xx2

0

2
) , (15)

e a solução do campo elétrico E para todo e qualquer
z é obtida a partir da Eq. (14), sendo o resultado

E = E0e
i(ωt−kz)ây

√
2π

x2
0 − iz/k

×

exp
[
− x2(1 + iz/(kx2

0))
2(x2

0 + z2/(k2x2
0))

]
. (16)

A potência por unidade de comprimento y para esta
onda pode ser dada pela integração da componente z do
vetor de Poynting com respeito à coordenada transver-
sal x (Sz ≈

√
ε/µ|E|2/2 para kz ∼ k e kx << kz)

W0 =
1
2

√
ε

µ

∫ ∞

−∞
|E|2dx

cujo valor é W0 = π3/2
√

ε/µ|E0|2/x0 e independe de
z, significando que mesmo sendo difratada, a energia
total da onda permanece a mesma, uma vez que o meio
considerado é não-dissipativo. Como será visto adiante
com um pouco mais de detalhe, a onda difratada sofre
um alargamento espacial no seu padrão de intensidade
transversal, e ao mesmo tempo a amplitude máxima
diminui à medida que a onda se propaga. O resul-
tado é que combinando o alargamento espacial com a
diminuição da amplitude máxima, a energia da onda
se conserva. O mesmo não ocorreria em um meio com
perdas onde a energia total seria perdida à medida que
a onda se propaga, na forma W (z) = W0 exp[−2αz],
sendo α o coeficiente de extinção do campo.

Para o cálculo do comprimento de difração, Ldif ,
necessário para descrever o alargamento espacial, pode-
se encontrar, a partir da Eq. (16), que a largura espacial
dependente de z, ∆x(z) é descrita na forma abaixo

∆x(z) =

√
x2

0 +
z2

k2x2
0

. (17)

Define-se o comprimento de difração Ldif como a
distância percorrida pela onda ao longo do eixo z para
a qual a largura transversal ao longo de x dobra, ou
seja, ∆x(z = Ldif ) = 2x0, resultando para o caso da
gaussiana no valor abaixo

Ldif = 2π
√

3
x2

0

λ
. (18)

A relação acima mostra que quanto mais estreito é
o feixe inicial em comparação com o comprimento de
onda, mais rapidamente será difratado. Para um feixe
de laser de 632.8 nm (vermelho), e com x0 = 0.5 mm,
a largura transversal do feixe dobra de valor em uma
distância de aproximadamente 4 m. Um feixe de laser
comum geralmente apresenta simetria ciĺındrica e o
cálculo aqui realizado para definir Ldif considerou uma
situação bidimensional (x, z). Todavia, o resultado
para a ordem de grandeza de Ldif se aplica. Pode-se
demonstrar esse mesmo resultado a partir do prinćıpio
de incerteza, agora relacionando ∆z e ∆kz. Esta
relação está para a relação de incerteza na energia,
∆E.∆t, na mecânica quântica. Seja então

∆z.∆kz ≥ 1
2

, (19)

significando que quando há uma incerteza em kz a
distância percorrida em z sem que a onda sofra uma
alteração significativa em seu padrão de distribuição de
campo transversal será a distância ∆z, associada ao
comprimento de difração Ldif . Analogamente, havendo
uma incerteza ∆E na energia de um sistema f́ısico o es-
tado f́ısico inicial deve decair a outros estados dentro
de um intervalo de tempo ∆t, perdendo assim a cor-
relação com o estado inicial. No problema da difração
que está sendo aqui tratado, ∆kz corresponde a ∆E e
∆z corresponde a ∆t.

Da relação de incerteza em ∆z tem-se

∆z ≥ 1
2∆kz

mas como k2
x << k2 tem-se

kz = k

√
1− k2

x

k2
≈ k − k2

x

2k
,

e portanto

∆kz = kmax
z − kmin

z = k − kmin
z ≈ max

[
k2

x

2k

]
.

Observe que max[kx] = ∆kx/2 e utilizando a Eq. (13)
pode-se ver facilmente que max[k2

x] ≥ 1/(16x2
0), de onde

finalmente obtemos

∆z ≈ 32π
x2

0

λ
∼ Ldif (20)

Comparando a equação acima com o valor de Ldif en-
contrado pela expressão (18), observa-se que não há
total concordância dos valores, entretanto nota-se que
em ambas as expressões a perda de correlação com
o perfil inicial depende, em ordem de grandeza, do
valor x2

0/λ. Mesmo assim os resultados ainda são rele-
vantes pois quando não é posśıvel resolver as integrais
de maneira anaĺıtica ainda assim é posśıvel determi-
nar rapidamente a ordem de grandeza do comprimento
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de difração. As discrepâncias entre os valores decor-
rem das definições utilizadas para a largura espacial do
feixe. Finalmente, cabe destacar que a última desigual-
dade representa o maior comprimento de Ldif posśıvel,
e portanto, espera-se na prática que o valor seja sempre
menor que o valor calculado.

3. Abertura retangular

Considere aqui uma abertura retangular, que permite
a passagem da onda apenas por uma fenda de largura
d = 2x0 sobre o eixo x, mas com comprimento muito
maior sobre o eixo y, isto é, y >> d, tal que a apro-
ximação bidimensional se aplica e por isso mesmo a
função espectral é mostrada abaixo

F (kx) =
2
π

sin kxx0

kx
. (21)

Inserindo-se a expressão acima na Eq. (14) obtém-se a
solução anaĺıtica

E = E0ây

[
Erf

(
(1 + i)(x + x0)

2
√

z/k

)
−

Erf

(
(1 + i)(x− x0)

2
√

z/k

)]
(22)

onde a função Erf(X) é a função Erro definida abaixo

Erf(X) =
2√
π

∫ X

0

e−X2
dx.

É claro que a expressão acima pode ser melhor inter-
pretada evidenciando-se o comportamento assintótico.
Tal comportamento da Eq. (22) para z << x2

0/λ é dado
por

E ≈ E0ây [Sign(x + x0)− Sign(x− x0)] , (23)

onde Sign(X) = 1(−1) para X > 0(< 0), o que sig-
nifica que para distâncias curtas em comparação com o
comprimento de difração caracteŕıstico a semelhança da
onda propagada com a onda na abertura(onda inicial)
é quase total, enquanto que para z >> x2

0/λ obtém-se
uma expressão aproximada na forma

E ≈ E0ây
1

2
√

z

sin (2πx0 sin θ/λ)
(2πx0 sin θ/λ)

, (24)

sendo sin θ ≈ tan θ = x/z. Este resultado é bem co-
nhecido da teoria da difração, produzindo o padrão de
interferências caracteŕıstico do experimento da fenda
simples. Cabe observar que o fator de decaimento do
campo com

√
z decorre do fato de a situação ser con-

siderada bidimensional (x, z), ou invariante em y. No
caso tridimensional o fator correto dependeria de z e

não de
√

z. Observe que os valores de máxima intensi-
dade da onda dependem do ângulo θ, de tal forma que
o primeiro valor de máxima ocorre em θ = 0 e os outros
para

sin θ = (2m + 1)
λ

4x0
= (2m + 1)

λ

2d
,

com m = 0,±1,±2.... Para m = 0 obtém-se o valor
sin θ = λ

2d , o que permite através da medida o ângulo
θ formado entre o primeiro e o segundo máximo e da
largura da abertura d, determinar o comprimento de
onda λ.

Para ilustrar o fenômeno de difração por uma
fenda, considere as Figs. 2 e 3, onde é posśıvel ve-
rificar a propagação da onda difratada. Neste exem-
plo utilizamos os valores de comprimento de ondas
λ = 632.8 nm e largura da fenda x0 = 100 µm,
substituindo a Eq. (21) na Eq. (14) e fazendo a in-
tegração numérica desta última expressão. A Fig. 2
mostra o perfil transversal da densidade de potência
associada ao campo, S = |E|2/(2η) = |ψ|2, onde pode-
se observar o bem conhecido fenômeno de interferência
à medida que a onda difratada pela fenda se propaga,
estudado na teoria da difração, através das franjas de
interferência. A Fig. 3 traz uma comparação entre
densidade de potência S = |ψ|2 ∝ |E|2 obtida através
da aproximação (24) para longas distâncias e o o per-
fil de campo calculado através da Eq. (14) de maneira
numérica, em função de x, para uma distância propa-
gada z = 5x2

0/λ ≈ 8cm. Aqui fica ńıtido o perfil de
interferência. Note também que a aproximação (24) é
muito boa na região de grandes distâncias, usualmente
denominada zona de Fraunhoffer.

Figura 2 - Perfil transversal da densidade de potência S = |ψ|2,
em unidades arbitrárias, à medida em que a onda difratada
se propaga. Foram utilizados os valores λ = 632.8 nm e
x0 = 100 µm. Observe que para grandes distâncias formam-se
as franjas de interferência.
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Figura 3 - Comparação entre a densidade de potência calculada
com a expressão aproximada (24) e com o perfil de campo calcu-
lado através de (14) em função de x, para uma distância propa-
gada z = 5x2

0/λ ≈ 8cm.

4. Conclusão

Com base na superposição de ondas planas, a trans-
formada de Fourier e o prinćıpio de incerteza, neste
trabalho foi apresentada uma maneira mais simples
para descrever o fenômeno da difração, possibilitando
ao estudante uma compreensão qualitativa da f́ısica
de tal fenômeno, sem precisar recorrer ao formalismo
matemático de funções de Green. Torna-se fácil en-
tender que a difração é um fenômeno ondulatório de
natureza espacial decorrente da propagação de grupos
de ondas planas uniformes com diferentes direções de
propagação. À medida em que se propagam, essas
ondas planas interferem entre si gerando uma redis-
tribuição da energia no espaço, de tal forma que a
largura espacial inicial do feixe aumenta, caracterizando
assim o chamado comprimento de difração, aqui re-
latado através de dois exemplos clássicos: o feixe gaus-
siano e a abertura retangular.
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