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“Objetivos -

Estudar circuitos elétricos em corrente alternada com a
finalidade de explorar fenémenos cadticos

Aprender algumas técnicas avancadas de
processamento de sinais e analise de dados

5 aulas
e Nocoes de CA, filtro RC
e Circuito integrador e andlise de Fourier

e Ressondncia de um circuito RLC simples

e Funcgées cadticas: mapa logistico

e Caos em circuito RLD



Ximas duas Se




"Proximas duas Semanas

Sera que a introducdo de efeitos ndo lineares no
RLC muda o comportamento observado?

Existe algum fen6meno fisico interessante e
novo que pode ser explorado?

Resposta: SIM!

e Nas proximas semanas estudaremos o que
acontece se trocarmos o capacitor do circuito
por um diodo

» Diodo - capacitor ndo linear

e A dinimica muda totalmente = Caos
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Objetivos Para as Proximas Semanas

Estudar o circuito RLD (ou RLC ndo linear)
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e Teoria de caos e experimentos computacionais

Semana 2
e Medidas experimentais com RLD




~_Aulade Hoje =

Introducao a caos e
sistemas caoticos

Estudo de
crescimento de
populacoes

e Mapa logistico




O queé Cac??\/

Quais sdo os limites para a dindmica (evolucdo temporal)
de um sistema fisico?

Péndulos (relogio)
Sistema massa-mola

Comportamento
regular rigido

Queda livre
Circuito RLC comum

e Clima
e (Crescimento populacional

Péndulo duplo
Circuito RLD

* Jogode dados

Comportamento e Decaimento radioativo

totalmente aleatorio

e Movimento Browniano
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~“Algumas Definicoes Necessarias

Sistema dinamico - é qualquer sistema cuja evolucdo a partir de uma determinada
condicdo inicial é regida por um conjunto de regras. Essas regras podem se resumir a
um conjunto de equacgées diferenciais, que é o caso para sistemas continuos.

Espaco de fase - é 0 espaco no qual todos os

possiveis estados de um sistema sao

representados.

Ex: No péndulo duplo teria 4 dimensoes:
0,06,6,e6)

Estado - é uma possivel condicdo para o sistema,
isto é, uma configuracao de variaveis que
represente uma condicao fisicamente possivel ou
aceitavel.

Retrato de fase - é o conjunto de todos os estados
possiveis do sistema dindmico em questdo. Os
retratos de fase para sistemas continuos sao
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~“Algumas Definicoes Necessarias

Um sistema dinamico que descreve um sistema fisico
real depende de um ou mais parametros chamados de
parametros de controle.

Por exemplo: a freqiiéncia natural de oscilagao ¢ um
parametro de controle de um oscilador harmoénico simples.

No caso de um circuito RLC forc¢ado, tanto a freqiiéncia
quanto a amplitude da tensao aplicada sdo parametros de
controle.

Um sistema dinamico pode, portanto, ser pensado como
funcdo do parametro de controle. De fato, pode-se influir no
comportamento dinamico do sistema alterando-se o
valor de um parametro de controle.
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“CAOS: Principais caracteristicas

Nao linearidade. Se o comportamento de um sistema for linear, esse sistema nao
pode ser caotico

Sensibilidade a condi¢des iniciais: pequenas alteracdes nas condig¢des iniciais
podem levar a comportamentos radicalmente diferentes do sistema em seu estado
final. E o chamado “efeito borboleta”. Os sistemas cadticos também apresentam
sensibilidade aos parametros de controle.

Determinismo: existem regras subjacentes deterministicas (e ndo
probabilisticas) que todo estado futuro do sistema deve obedecer

Manutencao da irregularidade no comportamento do sistema. Ha uma
ordem oculta que inclui um nimero grande de configuracoes periddicas ocultas
na infra-estrutura desses sistemas: ha uma “ordem na desordem”.

Previsao de longo prazo impossivel: em decorréncia da sensibilidade as
condic¢oes iniciais, a previsdo (mas ndo o controle) do comportamento de sistemas
caoticos de longo prazo é impossivel, porque as condig¢des iniciais sao

conhecidas com grau de precisio finito.
20F" '

lél- "}“"‘ }\’ ’fu \ || '

X of / W \J \ltwn \l ‘ || ||

() 'ZO(X) 4000

<

<
y——r




CAOS: Como sao asitrajetorias no—

{spago de fase?

Existem 3 possibilidades para essas trajetorias:

e as trajetorias tendem a se concentrar numa determinada regido do
espaco de fase e ndo saem mais de 1a: esses sdo chamados de estados
assintoticos do sistema ou atratores.

o as trajetorias tendem a se afastar uma
das outras e vao para o infinito

. y e ) « »
o as trajetorias ficam “passeando” por
todo o espaco de fase



“CAOS: Como se chega 137

Bifurcagoes - Vamos supor que um sistema dindmico
tenha um parametro de controle p.

e Variando-se p podem aparecer novos padroes de comportamento ou
seqiiéncias de novos estados estaveis(atratores) para o sistema.

e Neste caso diz-se que ocorreram bifurcacdes e y, é o valor do
parametro de controle para o qual ocorreu a n-ésima bifurcacao.

e Em outras palavras, variando-se p pode-se variar tanto a posicao
quanto as caracteristicas qualitativas dos pontos de equilibrio estaveis
(atratores) do sistema.
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‘CAOS: Como se chega 137

Nesse caso uma solucdo estavel do sistema perde a estabilidade
com a variacao de um parametro de controle e aparece uma
nova solucao estavel com o dobro do periodo da solug¢ao
anterior. Entdo diz que para g=j,, houve uma bifurcacao porque
o “periodo” duplicou. Essas solucoes sdao estados assintoticos do
sistema, geralmente chamados de atratores.

Rota mais comum para o caos (cenario de Feigenbaum) € a
duplicacdo dos atratores

Hi H2 TETITAT H
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~Caos: a constante de Feigenbaum

A cascata de bifurcacdes apresentadas pelos sistemas que
se encaminham para o caos via cendrio de Feigenbaum
tem certas propriedades de carater universal:

e verifica-se que os valores de p, onde ocorrem bifurca¢des obedecem
a uma lei de escala:

lim = (”” _ *””—1)= 5 O =4,6692016091029909....
—D

i (Jun+1 - .tun)

0 é uma constante universal para sistemas que apresentam
duplicacdo de periodo




Caos e Fractais ™.+

A sucessdao de dobramentos do periodo acaba levando ao dominio
caotico, que parece (mas nao é¢) uma nuvens de pontos dispersos.

No meio do caos, ha janelas indicando uma dindmica organizada e
previsivel.

)

e Um pequeno
pedaco é similar ao
diagrama todo =
fractal.

e ... Ou melhor: o dominio
caotico aparece como uma Of
nuvens de pontos com
dimensao fractal no espaco
de parametros

-2

http://complex.upf.es/~josep/Chaos.html
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“Caos e Fractais

Fractal - é a propriedade de se fraturar em padrdes auto-similares e
escalonados. Fractais possuem:

Auto-similaridade - existem padroes dentro dos padrdes que nunca
sdo exatamente 0s mesmos mas que sdo sempre similares (galhos de
uma arvore que se bifurcam cada vez mais até chegar nas micro-

nervuras da folha, mas que tém praticamente o mesmo padrao de
bifurcacdo).

Escalonamento - quando examinamos
os padrdes de auto-similaridade em
escalas cada vez menores, verificamos que
eles sdo repeticoes de si mesmos
(podemos "enxergar” o padrdo de
nervuras de uma arvore inteira em 11
qualquer folha desta mesma arvore). Al Ondem

Caos

Auto-similaridade
(=]
Escalonamento

Wagner P. Paiva http://www.cyta.com.ar/tao203/v2n3az/v2n3az.htm 0 3. 35 35 -



Exemplo Simples de CAOS

Em 1838, Pierre Verhulst publicou sua “equacao logistica” para
descrever o crescimento de populacées, ou a taxa de
crescimento em funcdo da populacao atual e do parametro r.

dx namero de individuos
—=1rXx(1—- x), com X =
dt capacidade do ambiente

r ¢ 0o numero malthusiano:

e Ser<0apopulacdo sempre morre com o tempo
e Ser>0apode sobreviver

Essa equacgdo pode ser resolvida de maneira exata e a solug¢ao sé
depende dex_ e der.

x(t) = — — , funcdo sigmoide
1+ (x, —1e



“Exemplo Simples

A equacao de Verhulst possui inconvenientes para o estudo de
evolucdo de populacées pois a populacao em qualquer instante
t depende somente das condicdes iniciais e é continua.

Era desejavel haver modelos onde o estagio atual da populagao
dependa apenas da geracdo anterior e ndo da condigao inicial.

O Mapa Logistico é um analogo discreto no tempo da
equacao logistica e foi popularizado por um paper de 1976 de
Robert May. Fisico tedrico australiano, ele comecou a
trabalhar com biologia quando foi para o Instituto de Estudos
Avancados de Princeton em 1971.

SO funciona para geragoes independentes.

Ex: insetos colocam ovos antes do inverno,
X n+el — I'X n (1 — X n ) que ficam adormecidos em baixas
temperaturas, e eclodem com a chegada do
calor no ano seguinte...
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/E{mplo Simples: Mapa Logistico

Crescimento de Populagoes:

* O mapa logistico descreve o tamanho da populacdes em funcao de seu
tamanho na geracdo anterior:

Xner = X r(l_ Xn)
e X,sdo fracoes da populacdo maxima (capacidade do meio)
* Xg € a fracdo inicial
e r é o potencial biotico e r(1-x,) ¢ a taxa de crescimento
* Deve-se ter necessariamente r>0 e r<4
e Como ¢é a evolucao temporal da populacao (tamanho das
geracoes n=1,2,3...) em funcao da condicao inicial X, e do
potencial biotico?



/%‘Iﬁjlandom

* N aA0:; _

am Xn+1_ rxn(l_xn)
x0=0.500 e r=0.5 —
x1=.5* 5%(1-.5)=.125 N —
x2=.5*.125*(1-.125)=.055 corl
x4=.5%.026*(1-.026)=.013 WILN
x9=0.000 n

Para estes parametros a
populacdo ndo sobrevive




~ Calculando o

07a [

025 [

Xo=.75e R=2.5

e

fix)=rx(1-x)
fix)=x

075

1)

| 2)

3)
4)
5)

istico(2)

Meios graficos:

rx (1— x_)

Calcula-se o valor de f(x,)
Rebate-se na reta para ter x,
Calcula-se o valor de f(x,)
Rebate-se na reta para ter x,
etc...

A populacao
estabilizou em 0.6




Mulandom

07a [

05T

025 [

Xo=.75e R=2.5

porque R nao pode
ser maior que 47

fix)=rx(1-x)
fix)=x

IMPORTANTE: O

comportamento
depende de .

Transiente:

e As varias iteracoes
antes da

populacao
estabilizar
Estacionario

*As iteracoes
depois do

transiente




- Mapa LogisW

X ., =rx (1—x_)

flx)=rx(1-x) n+1

fix)=x

Porque 0 <R <47
*R<0=>x<0
cR=0=>x=0
*R>4=>x>1
e R=4 => x=0

0sT

025 T

0 025 05 075 1



Applet Mapa Logistico = x;=0.72—

R=.77 ' R=1.85 ' R=2.76

Populacdao morre Estabiliza em 0.46 Estabiliza em 0.64

R=3.16 o 1 R=3.93 8

Alterna P 0g L1 \ \ \ - f

entre ;79 e < SPNAENAENANNAEEAN

>/ El S| R\ R VRV R )
http://www.lboro.ac.uk/departments/ma/gallery/doubling/ L C AO S '

http://ibiblio.org/e-notes/MSet/Logistic.htm



http://www.chaos-101.com/?page_id=17

e
“Se divertindo com o Applet

Varie r para um X, qualquer e veja que para r<1 a solugao final
(atrator) depois de varias iteracdes é sempre zero:

e variando X, o que muda é a rapidez com que a solucao se aproxima do atrator

Agora faca r=2,5 eveja que zero nao é mais um atrator, o
novo atrator é a interseccao da parabola f(x)=x r(1-x) com a
reta f(x)=x, para qualquer valor de X,,.

Agora faca r=3,2 eveja que agora a interse¢ao da parabola e da
reta ndo é mais um atrator. Temos dois atratores, dados pela
intersecao do quadrado com a parabola.

Aumente r ainda mais e veja aparecer o caos!
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““Calculando o Mapa Logistico(3)

* Ao inves de fazer “na mao” podemos usar o Excel

e Valores Constantes: A

o R nacélulaBl —

> N nas células A3 e A4
> X0 na célula B3
o Aceélula B4 (x1) vate;
> =B$1*B3*(1-B3)
e Selecionar a linha 4

o E arrastar com o0 mouse para
repetir a formula para as outras
linhas.

- 1 o 0.3750




dp

Vocé pode calcular para varios “R’s de uma vez, ou mesmo

definir um intervalo de valores onde seriao calculados!

Lembre-se que o numero de iteracdes é importe, para ter
certeza do valor é bom ter pelo menos 500 iteracdes.

v f:*- Ji | =SCS1+H{SESL-5C51)/100%C3
A 5 C D £ E G H | J

@ e~ o

S N

0.3
0.0500
0.0095
0.0013

M A

0.5
0.0595
0.0133
0.0031

(el el et nr

0.3
0.0630
0.0177
0.0048

A e e

0.5
0.0785
0.0227
0.0070

T |

0.3
0.0880
0.0233
0.0037

M S A

0.5
0.0375
0.0343
0.0129

A Ta1™ a0l

0.5
0.1070
0.0409
0.01638

M T3

0.5
0.1165
0.0480
0.0213

‘e alal s

0.5
0.1260
0.0555
0.0264

ANk Blal




- O Diagrama de

Para alguns valores de R o sistema
tem um atrator

Para outros valores, tem dois

... a cada bifurcacdao, dobramos o
namero de atratores

... 0 que por fim nos leva ao caos!

nonpenodic cscilations (choos)
. .

chaos
1
peried doubling ﬁfﬁgi
be.
08l e B &> contor set
’ / o
0,6+ ////'/ \ pericdic window (order)
% e /
//
0,4+ / .
// : 0.9¢
/ iy
0 2t / By __} i 0’6
/ no oscilotions 0.3
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| 1S 2 2,5 3 3.5 -4
r
perodic oscilations
l &
0,5} 0,751
“< 0 “ _
05F 0.6
500 P 975 1000
time

975
time

1000

O Diagrama de bifurcacao
é um grafico dos atratores
em funcao do parametro
de controle
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“Se divertindo com a Planilh

O que é interessante de se observar:

» Faca graficos de x, como func&o de n para varios
valores de parametros de controle .
* Por exemplo varie rde o.5 até 4 de o.25 em
0.25. O que acontece? Deixe x_ fixo em o.5.

* O numero de iteracoes € importante a solucao
deve atingir a estabilidade (quando isso &
possivel) (digamos 500 Nno minimo)

« Faca um grafico dos valores das solucoes
estabilizadas contra o parametro de controle.
Veja 0 que ocorre.



"Prevendo os Atratores o

H4 uma maneira de prever quais seriam os atratores?

e Quando chega no atrator qualquer iteracao fornece sempre o mesmo valor.
Matematicamente:

Interseccao da —
parabola com a e
reta!

Xn.1=X, = rx,(1-x,)=x,

e As solucées dessa equacdo sao:

x,=0 e x,=(1-1/r)

025 1

0

Serd que ambas as solugdes sdo atratores?



Prevendo Atratorésme... =+
/

Vimos no Applet que para r<1, x,=0 é o atratore x,=(1-1/r) ndo é
Vimos na planilha que para r>1, x,=(1-1/r) é o atrator e x,=0 ndo é.
Onde ocorre essa troca? e qual a condicdo para ser um atrator?

Nao vamos provar matematicamente, mas a condi¢do para ser um atrator é

que médulo da derivada f'(x,) seja menor que 1 (ou seja que a parabola
ndo esteja mais inclinada do que a reta)

1% onuplot graph 2 onuplot graph
1 ; 1 ;
: flx)=rox1-x) fix)=rx1-x)
R<1 fix)=x R>1 fix)=x
0.75 :
075 )
: f'| <1
05
0.25 05
f’
1f’|<1
U L e I T T
025
025
f’
x<o e |f’|>1 ,
: |1
= U L
05 025 0 0.25 05 075 1 0 025 05 075 1
0.230204, 1.06281 " 7 7 ° 0.422460, 1.03788 ° i} 7




~As Solucdes de X=X,

A derivada é simplesmente:
f'(x,)=r-2rx,
Caso x,—0
e f(0)=r
e Para que seja um atrator |[f'| < 1 = -1<r<1
e e como r>0 entdo: O<r<«1
Caso x,—>1-1/r
e f'(1-1/r)=2-r
e Para que seja atrator |f'|<1 = |2-r|<1 = 1<r<3

VERIFIQUEM isso no applet!



"Prevendo 2 Atratores

Observamos na planilha e no applet que para determinados
valores de r>3, ndo tem 1 atrator, mas 2 atratores!

Como prever isso? Basta usar a condicdo X,,,=X,, 0 que
significa que a cada duas iteracoes repete-se um valor

Vamos calcular:

Xn+2 = an+1(1_ Xn+1)
= r[an(l— X )][1_ an(l— Xn )]: X,
* Ou seja, agora os atratores estao na

interseccao da reta com um
polinémio de 42 grau.




- As Solugoes de X, ,>=

n

* No grafico vemos um exemplo das solu¢oes. Duas delas coincidem com as
anteriores, mas neste caso ambas tem |f'| >1 e ndo servem.

* As outras duas solugdes sdo:

= r+1+4/(r=3)(r+1)

1 - Xn =
¥n+1=xn 2r
XN+2=%n
Kn=gaf — . .~
seenagzrrnsannnassisg e Aplicando a condicao para
075 | : ' a existéncia de atratores:
1f'(x)l<1,
05| VA rEPTTPRRPPTIPN 1| ¢ chega-seaconclusido que
3<r<(1+/6)
0 | - e vocés podem verificar isso
com o applet.
l:l I - I.- I -
0.327789,91.02048 0.25 0.5 0.75 1
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A convergéncia para os atratores:

* Fazer os graficos de x, como func¢ao de n para varios valores
de parametros de controle. Deixando X, fixo em 0.5, faca:
e Trésvaloresde r para 0<r<1 (no mesmo grdfico)
e Trésvaloresder para 1<r<3 (idem)
 Doisvaloresde r para 3<r<1+raiz(6) (idem)

e Atengdo: que intervalo de n é interessante mostrar para cada
um deste graficos? Precisa mostrar até n=1000? Queremos
ver os regimes transientes e estaciondrios.

* Uma planilha para simulagdo do mapa logistico esta no
site, junto das notas de aula!

e => Estd semana ndo é obrigatoria a presenga no lab!ll



~~Tarefas 2 —W

Sensibilidade a condi¢ao inicial:

Fazer graficos de X, como funcdo de n para os regimes com e
sem caos partindo de 2 condi¢des iniciais muito proximas:
x,=0.5, x,=0.500001

e Atengdo: Queremos ver a separagdo das solugoes!!

Diagrama de bifurcacao:

Faca um grafico dos valores das solugdes estabilizadas (os
valores 14 no final da tabela) em funcdo do parametro de
controle.
e Atenc¢do: O numero de itera¢Ges € importante pois a solucdo deve atingir
a estabilidade (quando existe). No minimo 1000 iteracdes.
Determine a posicdo da 12, 22 e 32 bifurcacao e calcule a
constante de Constante de Feigenbaum (com incerteza)



“Tarefas 3 - Relatorio o

Leiam os artigos:

e Li and Yorke, Period Three Implies Caos, American
Mathematical Monthly, v. 82, n. 10 (1975) 985-992

e Robert M. May, Biological Populations Obeying
Difference Equations: Stble Points, Stable Cycles, and
Chaos, ]. Theor. Biol., v. 51 (1975 ) 511-524

Escolham um deles e facam um resumo curto de nao
mais de uma pagina.

Os artigos estdo na pagina da disciplina



“Tarefas 4 - EXTRAS o

Vocé viu que o sistema tem 1 atrator diferente de 0 quando
1<r<3. Demonstre porque os valores Xn:

e convergem suavemente para a solucao unica, para 1<r<2
e oscilam em direcao a solucdo Unica para 2<r<3

Vocé calculou a constante de Feigenbaum usando as
interseccoes 12, 22 e 32, Calcule também usando:

e 20 30 ¢ 40
e 32 40 ¢ 50
e Etc...

Faca um grafico da constante encontrada versus interseccoes
usadas, mostrando que ela converge para o valor esperado.



